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• 我們考慮線性非時變連續時間系統 ( 簡稱連續時間LTI)，其
 理由如下：

1.
 

許多物理系統可以LTI系統精確的描述。例如，由電阻、電
 容、電感所建立的電路為LTI模型

2.
 

LTI模型之數學方程式是可解的，不論是連續時間或離散時
 間系統都是如此。然而對非LTI模型，其數學方程式卻沒有
 一般性的解法。

3.
 

在非LTI系統，我們常會用LTI模型作為初始階段的設
 計。LTI模型可能不是很精確，然而，它可為標準設計程

 序初始化。

4.
 

有時候我們會將一般信號寫成一些函數的和

系統的響應等於個別標準函數之響
 應的和，

L++= )()()( 21 txtxtx
L++= )()()( 21 tytyty
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3.1 連續時間信號的脈衝表示法
 (Impulse Representation of Continuous-time)

• X(t) 的脈衝函數表示
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• 我們將此程序一般化，xp (t)為

當
 

趨近零，
 

趨近連續變數
 

，且和變成積分，故式

(3.11) 成為
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3.2 連續時間LTI系統的迴旋積分
 (Convolution for Continuous-Time LTI Systems) 

( ) ( )x t tδ= ( ) ( )y t h t=

( ) ( )x t t kδ= Δ − Δ

( ) ( )x t tδ= −Δ

( ) ( )y t h t k= Δ − Δ

( ) ( )y t h t= −Δ
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系統是非時變的，故時間位移脈衝函數

假如輸入是時間位移脈衝的加權和 (weighted, time-

shifted impulses)

則輸出為位移脈衝響應的和
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輸入信號寫成

如此可以推導輸出為

稱為迴旋積分 (convolution integral) 

∫
∞
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迴旋積分提供LTI系統之輸入 - 輸出關係的完整描述。假如脈

衝響應已知，則任何輸入下的系統響應，均可求得。
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• 例題3.5 矩形脈衝響應系統
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系統響應是兩個函數響應的和。

欲決定 y2(t) 的響應，我們繪出圖3.12(a)。要得到迴旋積分，

必須執行下列三個不同的積分：
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• 在圖3.5中，時間軸分割成三個範圍。對每一個範圍，計算
 下列迴旋積分

1−

( )1y t

t
3−

( )2y t ( )2y t

( )y t

3 793.
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3.3 迴旋積分的特性 (Properties of 
Convolution) 

1.交換性 (communicative property)：

2. 結合性 (associative property)：

3. 分配性 (distrubuitve property)：

)(*)()(*)( txththtx =

[ ] [ ]
[ ]

1 2 1 2
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3.4 連續時間LTI系統的特性
 (Properties of Continuous-Time LTI 

Systems) 
無記憶系統 (Memoryless Systems) 

可逆性 (Invertibility) 
一脈衝響應之LTI系統，只有在可找得到滿足下式的函數時，

才稱為可逆系統。

∫
∞

∞−
=−= )()()()( 111 tKxdtKxty ττδτ

)()(*)( tthth i δ=
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因果性 (Causality) ：因果連續時間LTI系統，迴旋積分可以

表示成兩種形態

穩定性 (Stability)：一LTI系統若為BIBO穩定，則脈衝響應必

須絕對可積分，

∫∫ ∞−

∞
−=−=

t
dthxdhtxty ττττττ )()()()()(

0

∫
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∞−
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單位步階響應 (Unit Step Response) 
假設系統輸入為單位步階函數u(t)，我們可得單位步階函數的

響應
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3.5 微分方程模型
 (Differential-Equation Models) 

n階固定係數的線性常微分方程式的一般式為

其中及為常數 ， ， 。我們限制

這些為實數。這些方程式可以用更精簡的方式表示為
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微分方程式的解

通解 (general solution)由兩個函數的和構成：

Yc (t)為齊性解：將此解代入均勻方程式 [微分方程式右邊設為
 零 ]，以求需要的s值，又稱為自然響應 。

yp (t)維特解：與輸入函數x(t)的形式有關，又稱為受迫響應。

)()()( tytyty pc +=
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自然響應yc(t)一定滿足這個方程式

特性方程式 (characteristic equation) 為

所以有n個s值滿足這個方程式 ，故 yc(t)為
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在固定係數線性常微分方程式的通解中的自然響應，與受力

函數 x(t) 是無關的；它只與系統結構有關 ，這是自然響應名

稱的由來。 它也叫做無受力響應 (unforced response)，或零

輸入響應 (zero-input reponse)。此響應是一定存在的，不論

輸入激發是那一種信號。

幾乎所有物理系統的LTI模型，其自然響應會隨時間增加而逼

近零；但受迫響應會存在 ( 此狀況發生在系統為BIBO穩

定 )。因為如此，我們有時候稱自然響應為暫態響應

(transient response)，而稱受迫響應為穩態響應 (steady-
state response)。
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• 自然響應中各項的說明 (terms in the natural response) 

• 實數si 
若si為實數，則自然響應為指數形式。

複數si，令

模態為 i i i i is t ( j ) t j t
i i iC e C e C e eσ ω σ ω+− =

ts
n

tsts
c

neCeCeCty +++= L21
21)(

)(cos||2 ii
t

i teC i θωσ +=

i i is jσ ω= +

3.6 自然響應中各項的說明
 (TERMS IN THE NATURAL RESPONSE)
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特性方程式的實數根將產生自然響應的指數項，但複數根則產

生弦波項。這些關係解釋於圖3.22，其中符號 “　” 代表特性方

程式之根的位置。

ω

σ
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穩定度 (Stability) ：因果連續時間LTI系統，其BIBO穩定的充

要條件為：系統特性方程式的所有根，全部落在s-平面的左半

部。

ω

σ
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3.7 複數指數輸入的系統響應
 (System Response for Complex-Exponential Inputs)

• 就LTI系統，對於複數之指數輸入的響應為
 

固定係數線性常微分方程式，在複數指數輸入下，我們可以
 找到受力響應。

 

的受力響應 ( 穩態響應 ) 為
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將其代入，微分方程式為
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消去指數部份可得

多項式比例的標準型為

此函數H(S)稱為n- 階轉移函數 (transfer function)。
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系統微分方程式可以直接由轉移函數得出；因此，H(s)是系

統輸入 - 輸出的完整描述，不論輸入函數為何。

因為這個理由，LTI系統可用圖3.24的方塊圖表示之 ( 轉移函

數置於方塊中 )。
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脈衝響應 (Impulse Response) 
如前述，LTI系統的脈波響應為 h(.)，轉移函數為H(s)。我們

將證明與直接相關，而可以直接由計算而得。

脈衝響應為與轉移函數的關係為

∫
∞

∞−

−= dtethsH st)()(

表3.1
 

LTI系統的輸入輸出函數

∫
∞

∞−

−= dtethsH st)()(

φjtsts eXXesXHXe ||;)( 11
1 =→

])([cos|)(|||)(cos|| 1111 / ωφωωφω jHtjHXtX ++→+
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• 表3.1 LTI系統的輸入輸出函數

∫
∞

∞−

−= dtethsH st)()(

φjtsts eXXesXHXe ||;)( 11
1 =→

( ) ( )1 1 1 1| X | cos t | X || H j | cos t H( j )/ω φ ω ω φ ω⎡ ⎤+ → + +⎣ ⎦
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3.8 方塊圖 (Block Diagrams) 

方塊圖除了表示輸入 - 輸出關係外，也表達系統的內部結

構。

本節發展的程序包括：找一個方塊圖，構建一特定元件，如

積分器，以滿足給定的微分方程式。以下用一個例子來說明

此一程序。

一階LTI系統的模擬圖

將微分方程式寫成

)()(2)( txty
dt

tdy
=+

)()(2)( txty
dt

tdy
+−=
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在例題中，微分方程式的方塊圖，建築在積分器上，係用於
構建一階微分方程式。
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圖3.28(a) 顯示，構建這類方塊圖包含三個元件：

1. 積分器；

2. 加總裝置 ( 圓形 )；
3. 增益裝置 ( 增益為的方塊 )。

圖3.28(a) 的方塊圖有時候稱為模擬圖。不管是類比模擬或數

位模擬，其構建程序的第一步是畫出以積分器為基礎的模擬

圖。

也可以用微分器來建構模擬圖。然而，我們通常不用微分

器。微分器會放大高頻雜訊，但積分器放大低頻雜訊。一般

而言，高頻雜訊較低頻雜訊多。
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首先要說明的是，就微分方程式而言並沒有唯一的模擬圖。

我們可以證明，一微分方程式會有無數的模擬圖。於此，我

們只提出兩種標準模擬圖。

為發展兩種標準模擬圖，我們首先考慮n- 階微分方程式。然

後，發展n- 階微分方程式的模擬圖。
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直接形式I (Direct form I)

我們把方程式的右側表示為

然後以圖3.29(a) 的方塊圖來實現

此時式 (3.87) 將成為

)()()()()()( )2(0)1(12)2(0)1(12 txbtxbtxbtyatyatya −−−− ++=++

)()()()( )2(0)1(12 ttyatyatya ω=++ −−



36

求解此方程式可得

此方程式用圖3.29(b) 的系統來實現。整體實現結果為圖

3.29(a) 與圖3.29(b) 的串聯，如圖3.29(c)。稱為直接形式I實
現，或直接形式I模擬圖。

])()()([1)( )2(0)1(12
tyatyat

a
ty −− −−= ω
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直接形式II (Direct form II) 
1. 因為此系統為線性，兩級順序對調不會影響輸入 - 輸出特

性 ( 見圖3.13)；對調的結果如圖3.30(a)。

2.在此圖中同樣信號被兩組串聯的積分器整合在一起；所

以，標示1的積分器的輸出相等，標示2的積分器的輸出也相

等。因此，串聯積分器的其中一組可被去除。
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n- 階實現 (nth-Order Realization)
再度考慮n- 階微分方程式：

利用前述z- 階系統的程序，我們繪出在下的直接形式I 與直

接形式II之模擬圖，如圖3.31與圖3.32。
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n- 階微分方程式至少要n個積分器。若使用n個積分器，則為

最少實現 (minimal)；其它情況稱為非最少實現

(nonminimal)。直接形式I 為非最少實現，但直接形式II為最

少實現。

形式I與形式II對一般性系統，在概念上是有用的；然而在寫

系統模擬時這兩個形式很少被用到。取而代之的是：建構每

一積分器的輸出是一物理變數，且愈多愈好。這個主題將在

第8章進一步討論。

我們可以使用積分器或微分器，或二者之混合來建構模擬。然

而，微分器會放大高頻雜訊，也因為是這個雜訊問題，我們儘

量避免使用微分器。
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3.9 拉式轉換
 (Laplace Transform)

• 拉式轉換 F(s) 定義為時間函數 f(t) 的積分

• 式(3.89) 稱為對稱 (bilateral) 或雙邊 (two-side) 
拉式轉換，以下標 b 表示。

• 反拉式轉換為
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• 單方 (unilateral) 或單邊 (single-side) 拉式轉換
 

此轉換通常簡稱為拉式轉換

• 拉式轉換之變數 s 為複數，我們將實部記為σ，
 虛部記為 jω，即

 ，通常稱為 s 平面。

• 函數的拉式轉換可以表示為

ωσ js +=

)s(F)t(f ⎯⎯ →←laplace
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範 例 (Examples)
• EX 3.20單位步階函數之拉式轉換

 

因此單位步階函數的拉式轉換，只有在s 的實部大於0時
 才會存在。我們記為
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Ex 3.21 指數函數之拉式轉換

此轉換只有在 Re(s+a) 為正值時才會存在，因此
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Ex 3.22 用拉式轉換求解一個簡單電路的電流。考慮下圖之

RL電路，其中V為常數。此迴路之方程式為

0,)()(
)(

>=+ ttVutRi
dt

tdi
L
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兩邊取拉式轉換
 

求解，得到
 

I(s) 的反拉式轉換即為電流 i(t) , t>0。我們可以
 將展開

由部份分式求解 a, b 
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可以得出
 

我們再合併上式，得到為
 

因此我們用拉式轉換求出了一個微分方程式的解。
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1. 常係數微分方程式被轉換為代數方程式。

2. 代數方程式解得
 

，為變數 s 之拉式轉
 換。

3. 我們利用拉式轉換表求反拉式轉換，而不用複數反積分
 式 。

4. 通常用部分分式將複雜的s函數化減為表中列出之比較簡單
 的拉式轉換項次。

5. 拉式轉換求解微分方程式，不需要將其通解分為齊次解與
 特解 ；而可以直接求得通解。

由上述範例，我們要注意下列幾點：



55

2 2

2 2 2

1

1 ., ( ),1                       sin( )                  
( )

1                                          cos( )
( )

( )                                     

at

at

k
n

n

bstep fun u t e bt
s s a b

s at e bt
s s a b

n d f tt
s d+

→ →
− +
−

→ →
− +

→ 1 2 '

0

2 2 1/ 2

2

( ) (0) (0)    

1 ( ) 1                                     ( ) ( )   

1 1                                     [( ) ] sin( )

1          
( )

k k k
tk

t

at at

at

s F s s f s f

F sf t dt f t dt
s s st

e a e t
s a

te
s a

π

α ω ω φ
ω

− −

−∞ −∞

−

→ − −

→ → +

→ − + +
−

→
−

∫ ∫

2 2

1 2 2 2 2

                               
( )

1 1                           sin( )
( )

n at at
n

s
s a

nt e e t
s a a a

α
ω

ω φ
ω ω ω

−
+

+
→

− +

→ + −
− + +

表3.2
 

拉式轉換對



56

2 2

2
2 2 2

2

2 2 2 2

2

1 1 1( )                  
( )( ) [( ) ]

sin( )                              sin 1
1

cos( )                                    
( 2 )

1 cos( )

n

at bt

tn
n

n

n n

e e
a b s a s b s s a

aat e t
s a

sat
s a s s

aat

ζω

ω
ω

ω ζ
ζ

ω
ζω ω

−

− → →
− − − − +

→ −
+ −

→ →
+ + +

− → 2
2 2 2

23

2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

1                    1 sin( 1 )
( ) 1

sin( )                        
( ) ( 2 )

2sin( )                          cos( )
( ) ( )

( )  

nt
n

n

n n

as

e t
s s a

aat at
s s a s s s

as s at at t at
s a s a

eu t a
s

ζω ω ζ φ
ζ

ω
ζω ω

−

−

− − +
+ −

− → →
+ + +

−
→ →

+ +

− →                                  ( )                   ast a eδ −− →



57



58

利用拉式轉換求得LTI系統之響應

• 初始條件 (Initial Conditions) 
考慮圖3.34(a) 之RL電路，此迴路方程式為

 

其方程式之拉式轉換為

di ( t ) i ( t ) v ( t )
dt

+ =

)()()0()( sVsIissI =+− +
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求解其轉換電流，得到
 

我們現在令圖3.33(a) 之電源為脈衝函數，電流 i(t) 為
 

此電流示於圖3.34(b)。
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轉換函數 (Transfer Functions)
我們喜歡以線性常係數微分方程式描述連續時間物理系統。

此模型為線性非時變 ( 見3.5節 )。n階LTI模型之一般方程式

為

我們現在推導轉換函數模型，由微分性質

∑∑
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當我們推導轉換函數時，必須忽略初始條件，因為具有初始

條件之系統，為非線性系統。轉換函數顯示線性系統之輸入

與輸出信號之間的關係，故其微分性質為

我們以此性質轉換式

k
k

k
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dt
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展開此方程式，有

因此轉換函數模型為
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例題3.23：以拉式轉換求LTI系統之響應

再度考慮圖3.34(a) 之RL電路，此迴路方程式為

轉換函數為 0 5 4di ( t ). i ( t ) v ( t )
dt

+ =

45.0
1

)(
)()(

+
==

ssV
sIsH
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例題3.24：轉換函數之極點與零點

一轉換函數之型式為

此轉換函數表示為

我們現在看出此轉換函數於 s = -2 有一個零點，有兩個極

點位於 s = -1 與 s = 3 。極點與零點繪於圖3.35。標準的

作法以符號 ○ 表示零點，以符號　表示極點。
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迴旋積分 (Convolution)
迴旋積分為

我們只考慮因果系統，迴旋積分可以表示為
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我們看到時域中之迴旋積分，轉換到頻域s之後，變為相乘的關係。

迴旋積分的結果為LTI系統之響應，如圖3.36(a) 
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我們可以看出，轉換函數 H(s)，即為系統脈衝響應之拉式轉

換：

結果我們可以用三個數學關係說明LTI連續時間系統：

1. 系統之微分方程式；

2. 系統轉換函數 H(s)；
3. 系統脈衝響應函數h(t)。

∫
∞ −=

0
)()( dtethsH st
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複數極點之轉換 (Transforms with Complex Poles)
接下來我們考慮一個具有一對複數極點轉換函數。假設 F(s) 
為n階，具有兩個複數極點，為了方便，我們令其他個極點為

實數，於是

其部分分式表示可以寫為
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我們由下列二式計算 k1 與 k2，

令 f1(t) 為前兩項之反轉換的和：

含有重複極點之函數 (Functions with Repeated Poles)
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3.10 LTI系統之特性
 (LTI Systems Characteristics)

因果性 (Causality)
函數之單邊拉式轉換，其值於 t<0 時必須為0。故單邊拉式轉

換只能用於具因果性的系統。

穩定性 (Stability)
n階系統之轉換函數表示為

系統的特性方程式是將轉換函數的分母設為0，一穩定的LTI 
系統，會使特性方程式之所有的根 ( 其轉換函數之極點 )，落

 於左半平面。
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可逆性 (Invertibility)
假設因果性系統之轉換函數

因此反系統之轉換函數為：

因為為單邊轉換函數，故反系統亦為因果性系統。系統與
反系統皆為穩定，則系統轉換函數之極點與零點皆落於左
半平面。
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• 頻率響應 (Frequency Response) 
傅立葉轉換之定義：

利用傅立葉轉換，我們求得因果性系統脈衝響應之轉換函數

與拉式轉換得到的轉換函數
 兩者比較後，二轉換函數之關係為
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